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a^,aj,bj - coeficientes da série da velocidade 
A - uma matriz m x n
A*, A - ârea de escoamento e a correspondente adimensio-
nal
A*^ - área d.e troca de calor
c ,c.,d. - coeficientes da serie da temperatura 
o ’ j ’ j  ^  ^ ^
Cp - calor específico
- tonstante definida por (4.14)
Dh*, Dh - diâmetro hidráulico e o correspondente adimensio
nal
- potência de bombeamen-to, como ê definido era (6.7) 
f - coeficiente de atrito
fRe - produto do coeficiente de atrito pelo numero de
Reynolds
F - condição de contorno do problema térmico referen-
• te a fluxo prescrito na periferia com W„„ = Q e
h, - coeficiente de troca de calor por convecção como
ê definido em (5.49) 
j - modulo de Colburn
j/f - fator dé qualidade da árèa de escoamento, como ê
definido em (6.1) 
k - condutibilidade térmica
K(°o) - acréscimo de perda de pressão na região de entra­
da
£*, £ - comprimento da aleta e a correspondente adimensio
nal
£', m' - como definidos em (5.27) e (5.28)
^hy’ ^hy ” comprimento da região de entrada e o correspqnden 
te adimensional 
m - numero de aletas
m - número de pontos tomados sobre a fronteira do du-
to -
n - número de incógnitas hos problemas da velocidade
e temperatura .
n - vetor normal ã superfície do duto
Vll
NUj^h’ - número de Nussell, como ê definido em (5.50)
Nu p - NUj^  ^ para a condição F -
Nu ~ ^ ^ D h  a condição T
N^^ - numero de trocas térmicas, como ê definido em
(6 :2)
p*, - pressão
P - matriz de reflexão de Householder, m x n
P* , P - perímetro e o correspondente adimensional
Pr - número de Prandtl
q* - distribuição de fluxo na fronteira
q - fluxo de calor periférico mêdio adimensional, co­
mo é definido em (5.55) 
q* - fluxo de calor periférico mêdio, por unidade de
tempo e ârea , -
^AL ’ ‘^ TI’‘^TE ~ relação entre o fluxo de calor na aleta, no tubo
interno e no tubo externo, respectivamente, com o 
fluxo médio
q^L’ ” fluxo de calor por unidade de tempo e ârea na al£
• ta, no tubo interno e no tubo externo, respectiva 
mente.
q| - fluxo de calor no ponto i da fronteira, por unida
de de tempo e ãrea 
q^ - relação entre q* e q*
r, 0, z - sistema de coordenadas cilíndricas adimensionais
T * , 0, z* - sistema de coordenadas cilíndricas 
r^ - raio do tubo interno adimensional e relação de
raios
r* - raio do tubo interno
r^ - raio do tubo externo
Re^j^ - número de Reynolds
s - vetor tangencial ã superfície do duto
T - condição de contorno do problema térmico referen­
te ã temperatura prescrita constante em toda a 
fronteira
T* , T - temperatura e a correspondente adimensional
T^, - temperatura de mistura e a correspondente adimen
sional
“ temperatura média na interface de troca de calor 
e a correspondente adimensional
*Vlll
u - velocidade adimensional na direção z
u*. u - velocidade media e a correspondente-adimensionalm m ^
u* , u - velocidade máxima e a ,correspondente adimensional
max’ max ^ _
w*, V*, u* - componentes da velocidade nas direções r*, 0 e z
W* - fluxo de massa
- relação entre o fluxo de calor na aleta e no tubo 
interno .
- relação entre o fluxo de calor no tubo externo e 
no tubo interno
;x - um n-vetor
y - um m-vetor •
B - ângulo, como mostrado na figura 2
Ap* - perda de pressão ao longo do trocador de calor
r - fronteira da região de escoamento do fluido
(})* - função dissipação, como definida em (5.4)
() - parâmetro relacionado com a espessura da aleta co
mo mostrado na figura 1
0^ - ângulo entre as aletas
p - massa específica
y - viscosidade absoluta
a *  - parte de T onde existe fluxo de calor
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RESUMO
0 objetivo basico deste trabalho é o estudo dinâmico 
è térmico do escoamento laminar plenamente desenvolvido em um 
duplo tubo aletado com aletas de espessura finita.
Dois métodos foram empregados para obter soluções a- 
proximadas da equação do movimento. 0 que se mostrou mais efi­
ciente foi aplicado na resolução da equação da energia, para 
as condições de contorno de temperatura prescrita na fronteira, 
e de fluxo'de calor prescrito na fronteira.
Diversas geometrias que se obtêm variando a relação de 
raios, o .número e a espessura das aletas são comparadas com as 
geometrias obtidas com aleta de espessura desprezível e ainda 
com outras formas de dutos. Estas comparações são féitas em ter 
mos do coeficiente de atrito e do número de Nusselt e também em 
termos do fator de qualidade da ãrea de escoamento e do fator 
de qualidade do volume, parâmetros importantes do ponto de vis­
ta de projeto de trocadores de calor.
Sempre que possível, os resultados encontrados no pre­
sente trabalho são comparados com os obtidos através de solu­
ções analíticas disponíveis na literatura.
CAPÍTULO l;
INTRODUÇÃO
É cada vez maior o número de situações na engenharia 
em que se faz necessária a utilização de trocadores de calor 
compactos, o que tem estimulado a pesquisa em técnicas de inten 
sificar a troca de calor. As técnicas aplicáveis a escoamento 
interno em dutos são, aumentar a superfície de troca de calor, 
promover vórtices no escoamento, vibração da superfície, vibra­
ção do fluido, campos eletrostáticos, usar aditivos fluidos,etc. 
Dentre os métodos citados, alguns são eficientes apenas em ca­
sos específicos enquanto outros implicam em um consumo adicio 
nal de potência. Uma análise bastante extensa a esse respeito 
pode ser vista em [l].
A técnica de aumentar a superfície de troca de calor 
tem sido frequentemente adotada. Isto pode ser feito aumentan­
do-se a rugosidade dos dutos ou, o que tem apresentado melhores 
resultados, estendendo-se superfícies das paredes do duto para 
o interior da região do escoamento.
Particularmente, tem merecido especial atenção os tro 
cadores de calor que se obtém aletando-se internamente dutos 
circulares.
Já em 1945,de Lorenzo e Anderson determinaram experi­
mentalmente as características dinâmicas para o escoamento em 
duplos tubos com relações de raios iguais a 0,65, aletas planas 
e axiais com ângulo de 8 a 13° entre si.
Eckert, et Al f2] , resolveram o problema dinâmico e 
térmico para dutos com a forma de setor circular, para as cond^ 
ções de temperatura constante na periferia e de fluxo de calor 
constante na periferia.
Uma solução analítica para o escoamento laminar plena 
mente desenvolvido em setores de coroa foi obtida por Sparrow, 
et Al [3]., em 1963.
Hu e Chang [4] investigaram, também analiticamente, a 
transferência de calor em tubós internamente aletados, tendo ob 
tido valores para o número de Nuss.elt até 20 vezes superior ao
do tubo não aletado. Nesse trabalho também foi levantada a in­
fluência da geração de calor no fluido em escoamento sobre o nu 
mero de Nusselt.
Um interessante trabalho experimental foi realizado 
por Bergles, et Al [s], em 1971. São apresentadas curvas de fa- , 
tores de atrito e número de Nusselt para escoamento turbulento 
em dutos com vârios tipos de aletas e rugosidades. Foi determi­
nado que aletas espiraladas curtas produzem o maior aumento na 
transferência de calor, superior a 170%, em relação ao escoamen 
to no tubo não aletado com igual potência de bombeamento.
Masliyah e Nandakumar [6] aplicaram o método dos ele­
mentos finitos para resolver o problema do tubo circular com a- 
letas de seção triangular.
Maliska [7] resolveu o problema do duplo tubo aleta­
do, com alturas de aletas iguais a diferença de raios dos tu­
bos, para a condição de fluxo prescrito na periferia. A geração 
de calor no fluido foi também investigada.
Em seü trabalho, Colle [8], apresenta um extenso estu 
do do escoamento laminar em duplos tubos com aletas de altura 
variável, planas e axiais e com espessura admitida desprezível. 
Resultados foram obtidos para vãrias condições de contorno do 
problema térmico e um número bastante grande de combinações de 
relações de raios, número è altura de aletas.
Neste trabalho é estudado o escoamento em um duplo tu 
bo aletado, conforme mostra a figura 1.
A colocação de aletas tem por objetivo aumentar a su­
perfície de troca de calor. Assim, admitindo-se que a mesma tem 
peratura existente no tubo interno do duplo tubo sem aletas se­
ja a existente nas aletas do duplo tubo aletado, uma maior quan 
tidade de calor serâ trocada entre o fluido frio e o quente. Ou, 
para a mesma quantidade dé calor trocada entre os dois fluidos, 
pode-se ter um.trocador de calor mais compacto.
As diversas geometrias que se obtém variando-se à r e - . 
lação de raios , número e espessura de aletas são comparadas cora 
as obtidas considerando-se as aletas com.espjessura desprezível, 
em termos do coeficiente de atrito e do númeir© de Nusselt, e 
ainda em- termos do fator de qualidade da ârea e do fator de qua 
lidade de volume, como definidos em- [9] . ;ls‘tias comparações são
feitas com o intuito de verificar se as características dinâmi­
cas e térmicas do duplo tubo obtidas considerando-se a espessu­
ra da aleta desprezível, se afastam de maneira significativa 
quando se introduz a espessura da aleta.
Para que os resultados; possam ser facilmente utiliza­
dos, serão fornecidos, em forma de tabelas ejgrãficos, os valo­
res do produto do coeficiente dé atrito pelo ammero de Reynolds 
e do número de Nusselt, para diversas geometTiiias.
Dentre as varias técnicas normalmeníe usadas para re­
solver este tipo de problema, optou-se pelo mesmo procedimento 
seguido por Shah [9] , que aplicou o método de Golub (ver Gap.II) 
para obter a solução de um sistema de m .' equações a n incó­
gnitas (onde m > n) , resultante da aplicação «da condição de con 
torno do problema da velocidade ou da temperatuTa a pontos da 
fronteira do duto. Resolvido o sistema, tem-se os coeficientes 
de uma série que é a solução do problema da velocidade ou da 
temperatura.
Esta técnica foi escolhida pelo fato de ser aplicável 
a geometrias arbitrarias, de modo que ao final áo trabalho, tem 
se um programa de fácil utilização, que permite resolver
o problema dinâmico e térmico de uma grande variedade de du 
tos; e também a fim de verificar se o método apresenta bóns re­
sultados quando a geometria em estudo se torna mais complexa è 
os métodos analíticos são de difícil aplicação. ' ■
Resta ainda comentar que se tinha interesse em compa­
rar o método proposto por Shah com outro método de solução, pro 
posto por Sparrow e Haji-Sheikh [lO]. Para isso, no início des­
te trabalho, os dois métodos foram paralelamente aplicados para 
resolver o problema do duplo tubo com aletas de espessura des­
prezível. No entanto, devido ãs dificuldades apresentadas pelo 
método de Sparrow e Haji-Sheikh quandp ainda na solução do pro­
blema da velocidade, o mesmo foi abandonado. Uma breve discus­
são sobre esse método pode ser vista no Apêndice 3.


método de eliminação de Gauss, uma vez que U e uma matriz mxn 
triangular superior.
Com (2.13), (2.12) e (2.11) vê-se que o erro mínimo 
serã. ' '
% i n  = “L l  *
Este valor deve ser calculado pois possibilita uma a- 
nãlise quantitativa da precisão da solução encontrada para o 
sistema de equações (2.1).
CAPITULO 3
FORMULAÇÃO DO PROBLEMA
Shah [9] desenvolveu um método para analisar 0 escoa­
mento laminar plenamente desenvolvido e a transferência de ca­
lor em dutos de seção arbitrária, como mostra a figura 2.
Fig. 2 - Fronteira T 
As hipóteses feitas foram as normais neste tipo de
problema :
a) Perfis de'velocidade e .temperatura plenameate desenvolvidos;
b). .Superfícies de atrito do fluido perfeitamente polidas;
c) Fluido Newtoniano;
d) Propriedades físicas do fluido constantes;
e) Fluxo de calor constante por unidade de tempo e comprimento 
do duto;
f) A dissipação viscosa é desprezível para baixas velocidades.
0 problema ao qual nos propomos é r?esolver a equação 
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No entanto, para que os resultados ©btidos no presen­
te trabalho pudessem ser comparados com os de [7] foi sempre a£ 
sumido, a menos que especificado o contrário, que o fluxo de ca 
lor por unidade de tempo e área na aleta ê a metade do fluxo de 
calor por unidade de tempo e área no tubo interno, isto ê.
Ás hipóteses de que o fluxo de calor seja constante 
nó tubo interno, no tubo externo e na aleta oa ainda que a tem­
peratura seja constante em toda a-fronteira embora comumente a- 
dotadas, não são muito concordantes com o que ocorre na realida 
de. Para obter uma solução melhor teríamos qaae resolver simulta 
neamente a condução de calor na aleta e nos tubos, e a convec­





N . . ■ 2 '
a + Z r^(a. cos j0. + b. sen j0.) = r./4 (4.23)
V j _i ■1 j 1 j 1 1
onde o sub-índice i denota um ponto na fronteira do duto.
A equação (4.23) apresenta um total de n = 2N+1 inco£ 
nitas. Para determina-las pode-se escolher n pontos na 'fron­
teira do duto'e resolver um sistema de n equações lineares (uma 
para cada ponto) a n incógnitas. Este procedimento garante que 
a condição de contorno ê satisfeita nos n pontos escolhidos na 
fronteira é, desde que estes sejam proximos uns dos outros, es- 
pera-se que a condição de contorno seja aproximadamente satis­
feita em toda a fronteira.
No entanto, dependendo da geometria do duto, ê neces­
sário tomar um numero elevado de pontos sobre a fronteira do 
mesmo. Isto implica em adotar um valor de N elevado, o que acar 
reta em um tempo excessivo de computação alem da introdução de 
erros na solução do sistema de equações lineares.
Outro procedimento, e o adotado neste trabalho, con­
siste em aplicar a equação (4.23) a m pontos, sendo .m maior 
quen. Temos então um sistema de m equações a ri incógnitas. Tal 
sistema é resolvido pelo método de Golub, onde a matriz A ê for 
mada pelas polinomiais harmônicas, o vetor Y ê formado pela a- 
plicação da condição de contorno aos m pontos e as componen­
tes do vetor solução x são os coeficientes a , a. e b..
- . o J J
Determinados estes coeficientes, temos a expressão pa
ra a velocidade adimensional
r^ N .
u(r,0) = - —  + a + Z r-’(a. cos i0 + b. sen j0) (4.24) 
4 ° j=l J ^
e u*(r,0) = -C^ u(r,0) (4.25)
Os parâmetros de interesse do problema dinâmico podem 
então ser calculados. A velocidade média ê definida como sendo
u* = u* dA* (4.26)
A* ■










termina-lo precisar-se-ia conhecer a températura em algum ponto 
da fronteira.
No entanto isso não foi necessário, uma vez que c^ 
sempre desaparece na expressão do número de Nusselt, que ê o pa 
râmetro de interesse.
A fim de determinar o número de Nusselt, precisa-se 
calcular a temperatura de mistura e a temperatura média na su­
perfície de troca de calor.
A temperatura de mistura é definida por
A^




u* A* m A ’
T*(r*,0) u*(r*,0) dA^ (5.45)
ou, expressando a temperatura de mistura adimensionalmente
Am A
T(r,0) u(r,0) dA (5.46)
A equação acima foi, da mesma forma que a equação (4. 
27), calculada numericamente através do método de Simpson bi­
dimensional.








onde a* é a parte da fronteira da seção do duto onde existe flu 
xo de calor, comumente chamada de perímetro íaquecido.
Logo, de forma adimensional tem-se




da definição do fluxo mêdio adimensional, tem-se que
u dA = q P (5.63)
(5.64)
No capítulo 6 são mostradas e comparadas as soluções 
obtidas para o problema da temperatura.
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CAPÍTULO 6
APLICAÇÃO DO MÉTODO, RESULTADOS E COMPARAÇOES
Antes de resolver o problema dinâmico e térmico do 
duto em estudo, 0 método foi aplicado a varias outras geome- 
trias a fim de verificar se o programa elaborado no presente 
trabalho apresentava tão boa precisão quando o desenvolvido 
por Shah [9], e ainda como se comporta o método para diferen­
tes formas de dutos. 0 programa, escrito em FORTRAN IV, foi 
processado nos computadores IBM/360 e IBM/370. A função de ca­
da sub-rotina, todas de dupla precisão, sera comentada mais a- 
diante e a listagem do programa completo pode ser vista no A- 
pêndice 1.
Com o primeiro objetivo citado acima, foi resolvido 
o problema dinâmico e o problema térmico do retângulo com rela 
ções de lado 1:1,1:2 e 1:8, com condições de contorno de tem­
peratura prescrita constante e fluxo de calor constante, em to 
da a fronteira. Apesar do método não ter sido aplicado com to­
da a sua potencialidade e da forma mais adequada, os resulta 
dos apresentaram muito boa concordância com os de [9].
A seguir foi resolvido o problema do duplo tubo ale- 
tado, com aletas de espessura desprezível ((j) ■= 1). As condi­
ções de contorno foram de temperatura prescrita constante na 
fronteira e fluxo prescrito com W^g = 0 e W^ j^ -0.,5. Os valores ob 
tidos para fRe e NU ^  não revelaram qualquer diferença em 
relação àqueles obtidos em [7].
Uma outra experiência bem sucedida foi obtida com o 
setor circular. Os valores para fRe e número de Nusselt para 
as condições 'de temperatura constante e fluxo constante . na 
fronteira estavam bem próximos dos de [2].
Todos os resultados e comparações mencionados acima 
podem ser vistos com mais detalhes em [12].
Ainda na fas'e de avaliação do método, tentou-se re­
solver o problema do duto mostrado na figura S, que é um tubo
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circular com um arranjo de dutos unidos por aletas em seu inte 
rior.
Aqui, infelizmente, a solução não se mostrou sufici­
entemente precisa. Apesar de sucessivas tentativas de aprimora 
mento (mudança do numero de termos nas séries e do numero de 
pontos tomados sobre a fronteira, alterações do tamanho do du­
to, etc.)» a velocidade sobre a fronteira calculada pela série 
atingia valores de até 101 da velocidade média em alguns pon­
tos, ficando em torno de 31 para a maior parte do perímetro da 
seção. Os efeitos da imprecisão da solução do problema dinâmi­
co se faziam notar com mais intensidade na solução do problema 
térmico, principalmente para a condição de fluxo prescrito, on 
de, os fluxos calculados através da expressão (5.32) apresenta 
vam uma discrepância considerável em relação aos fluxos pres­
critos. -
Finalmente, de posse de bastante informações a res­
peito das formas de dutos em que o método é mais eficiente e 
de seu comportamento, o mesmo foi aplicado a seção em estudo 
no presente trabalho, jâmostrada na figura 3,
São fornecidos ao programa o número de pontos toma­
dos no tubo interno, na aleta e no tubo externo; o número de a 
letas, 0 parâmetro cp, o número de termos nas séries e ainda o 
número de divisões no raio e no ângulo, necessárias ãs integra
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çoes numéricas.
0 numero de termos nas series £oi normalmente adota­
do entre 35 e 50 e o número de pontos tomados sobre a frontei­
ra de 40 a 70. Em um caso limite, chegou-se a tomar 70 termos 
e 100 pontos, sem com isso melhorar a solução. ■
A subrotina TESE fornece as coordenadas dos pontos 
sobre a fronteira, os parâmetros l' e m' como definidos em (5. 
27) e (5.28), o fluxo prescrito em cada ponto e a temperatura 
prescrita em cada ponto necessários quando da solução do pro­
blema térmico para as condições 0  e (J) , respectivamente.
A subrotina GOLUB calcula os coeficientes da série 
da velocidade, e ainda o RMS da expansão, como definido em 
( 2 . 2 ) .
A partir do número de divisões no raio e no ângulo, 
a subrotiíia GRADE calcula as coordenadas dos pontos sobre a re 
gião de integração R como mostrada na figura 28. A subrotina 
VELOC calcula a velocidade em todos estes pontos e a subrotina 
VMED faz a integração numérica pelo método de Simpson Bidimen­
sional. Pode-se determinar então a velocidade média e o produ­
to do coeficiente de atrito pelo número de Reynolds através da 
expressão (4.29).
Apesar do RMS possibilitar uma apreciação da qualida 
de da expansão, essa avaliação so é feita nos proprios pontos 
tomados na expansão. É conveniente calcular a velocidade em um 
número maior de pontos da fronteira, o que é feito pela subro­
tina VFRON. Através desse cálculo, pode-se com certeza afir­
mar se a série solução satisfaz a condição de contorno em toda 
a fronteira. Os resultados obtidos demonstraram que na maior 
parte da fronteira a velocidade era da ordem .jd:e 0,11 da veloc_i 
dade média. Òs maiores erros aconteceram, como se ■ esperava,nas 
proximidades dos cantos das geometrias menos -adequadas ao méto 
do, chegando a atingir da velocidade média. Como estes er­
ros aconteceram em pequenas regiões, acredita-se que para a 
maioria das geometrias o erro no fRe é em torno de 0,l®é po­
dendo atingir até 1% nas piores situações.
Referente ao problema da velocidade, ainda são fei-
2 3tas as integrais duplas das funções (u/u^ )^ e^ (o/.Uj^ ) pela sub 
rotina VMED a fim de calcular os parâmetro K^C“’) ,. Kg (“ ) , K(°°) 
X) -comprimento adimensional da região de entTada
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Foram resolvidos os dutos com 4, 8, 12, 16 e 20 ale­
tas e relação de raios 0,4 e 0,6 que são as relações de raios 
mais usadas na pratica. 0 parâmetro <() variou, para a maioria 
dos casos, de 0,25 a 1,00. Algumas geometrias, em sua maioria 
de 4 aletas, não tiveram essa faixa de variação de 4) devido a 
isto acarretar em aletas com espessura excessivamente grande. 
Outras combinações de numero de aletas e relação de raios im­
plicariam em um tempo excessivo de computação e foram conside­
radas não necessárias para atingir os 'objetivos desse trabalho.
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Na figura 6 estão mostradas linhias de mesma velocida 
de para r^ = 0,4, 4 aletas e 4) = 0,8. Os valores sobre cada 1^ 
nha são da relação entre a veíocidade da mesma e a velocidade 
media.
Na figura 7, vê-se novamente linhas de mesma veloci­
dade para r^ = 0,6,'8 aletas e 4> = 0,75. Nota-se em ambas as 
figuras que a'velocidade máxima ê pouco maior que duas vezes 
a velocidade media e que os perfis de velocidade apresentam um 
grande gradiente proximo ãs paredes do duto, sendo bem mais 
planos na região central do escoamento.
Fig. 7 - Linhas de mesma velocidade para r^ = 0,6, 8 aletas e 
(j) = 0,75.
Na figura 8 estão plotadas as curvas de u*/u'* . em 
função de r para diversos valores de 0, com = 0,6, 16 ale­
tas e 0 = 0,5.
A linha de 0 = 3/40^ não chega a atingir o tubo in- 
■‘^ t«rno *devido a aleta começar em 0 = 1/2 0^. Nota-se • tambem

3 5
"traia ,sa3 íaaarvas para 4 aletas.
Fig. 9 - Coeficiente de atrito em funçao de ({> para r = 0,4 e 
diferentes nümeros de aletas.
Todos os valores obtidos para (J) = 1, isto é, com a a 
leta de espessura desprezível, não apresentam qualquer diferen 
ça em relação aos expostos em [7].
Na figura 11 estão plotadas curvas de em função
de <j), para r^ = 0,4, onde se observa que o co;mj>rimento adimen­
sional da região de entrada cresce ã medida quie cresce ,a espe£ 
sura da aleta.
Os valores de para r^ = 0,6, bem como os dados 
que foram utilizados na construção das figuras mostradas ante­
riormente, se encontram condensados nos quadros II e III, jun­
to com resultados do problema da temperatura.
0 problema térmico foi primeiramente resolvido para
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<1)
Fig. 10.- Coeficiente de atrito em função de () para r = 0,6 e 
diferentes nümeros. de aletas.
a condição de contorno de temperatura prescrita constante em 
toda a fronteira do duto. A subrotina GOLUB calcula os coefic^ 
entes da serie'e o RMS da expansão. Com estes coeficientes, a 
subrotina TEMP determina a temperatura nos mesmos pontos da r£ 
gião em que foi calculada a velocidade e a subrotina VMED cal­
cula a integraljído produto da velocidade pela temperatura afim 
•-i,  ^
de se obter a temperatura de mistura. Como a temperatura e
prescrita córistante na fronteira, obviamente ;0 valor da tempe­
ratura média rina interface de troça de calor , como defini­
da em (5.47), é igual ã propria constante. Po:de-se determinar 
Nu 0  pela expressão (S.52) e, com os mesmos «bjetivos que no 
problema-fdinãmico, os valores da temperatura em um número gran 
de de|ppratos na fronteira, o que é feito pela subrotina TFRON.
As figuras 12 e 13 mostram isotermas: para r^ = 0 , 6 ,
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aletas com tj) 0 , 25 iein a performance térmica do mesmo
duplo tubo com.espessuxa de aleta desprezível. Apenas para 8 a 
letas, Nu 0  aumenta ligeiramente a partir de (j) = 1, começando 
a diminuir de (|> = 0 ,7 em diante.
.= s No quadro I estão comparados os números de Nusselt 
de algümas geometrias. Os obtidos no presente trabalho (refe­
renciados por um asterisco) para os setores de coroa, e os ob- 
tidoss^or Shah [9], para os retângulos, são para a condição de 
contorno de temperatura prescrita constante em toda a frontei- 




temperatura prescrita constante.no tubo interno e na aleta e 
fluxo prescrito nulo no tubo externo. As geometrias de [S] tem 
a relação entre o raio médio do setor e a altura da aleta exa­
tamente igual à relação de lados do retângulo a que são compa­
rados .
e. Tf/m 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 0. Tf/m
Fig. 16 - Relação entre o fluxo local e o fluxo médio na fron­
teira para a condição 0  .
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Jã para r = 0,6 percebe-se uma variação menos acen­
tuada em Nu 0  com c|). E interessante notar a semelhança entre 
as curvas de fRe e Nu ^ , principalmente para r^ = 0,6. Tal seme 
lhança encontra explicação no fato de que tanto o problema da 
velocidade como o problema térmico com condição 0  se reduzem 
a resolver a equação de Laplace, com condições de contorno pare 
cidas na própria função.
Na figura 16 encontra-se plotada a curva da relação 
entre o fluxo de calor local, calculado pela expressão (5.32) e 
o fluxo mêdio em toda a fronteira, para 12 aletas, r^ = 0 , 4  e 
<p = 0,75. ■ °
0 procedimento adotado para se obter a solução do pro 
blema térmico com condição de contorno de fluxo prescrito na 
fronteira^ ê o m ^ m o  que para a condição ®  a menos de ser ne­
cessário aqui calcular a temperatura média na interface de tro­
ca de calor, isto é, no tubo interno e na aleta. Tal temperatu­
ra média é obtida através de uma integração numérica, pelo mét£ 
do de Simpson, que é calculada pela subrotina STM.
As figuras 17 e 18 mostram as isotermas para 4 aletas 
r^ = 0,4 e (p = 0,8 e 8 aletas, r^ = 0,6, (j) = 0,75, respectiva­
mente .
Nota-se que as isotermas são sempre perpendiculares 
ao atingir o tubo externo, devido ã inexistência de fluxo nesse 
local. A máxima temperatura sempre ocorre na base da aleta, uma 
região de alto fluxo de calor e de baixas veliocidades no escoa­
mento.
Na figura 19 está mostrada a variação da temperatura 
ao longo da fronteira.
Em. seu trabalho, Shah [9] , comenta sfue devido ao pro­
cesso de diferenciação, os valores de Nu ^  p©dem se afastar em 
até 51 dos valores exatos para as geometrias com ângulos mais a 
gudos. Sentiu-se tal problema, que se manifestoai mais para pe­
queno numero de aletas e baixos valores de (J)., qoando o ângulo 
entre a ponta da aleta e o tubo externo é relativamente peque­
no. Mas, de uma forma geral, pode-se dizer que as soluções obt^ 
das são boas, ocorrendo apenas algumas discrepimcias nos cantos 
das geometrias mais desfavoráveis, erros estes que não chegam a 
influir de forma significativa no número de Nusselt.
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18 - Isotermas para r^ = 0,6, 8 aletas,({) - 0,75
A fim de verificar como se comporta o número de Nusselt 
com variações na condição de contorno, foi resolvido ainda o 
problema térmico para r^ = 0,4 com = 1 e = 0, isto é,flu
xo na aléta igual ao tubo interno e fluxo nulo no tubo externo. 
As curvas obtidas são as interrompidas na figura 22, enquanto 
as cheias são para = 0,5 e = 0 .
Vê-se que ocorre um .aumento no número de Nusselt, au­
mento este menos acentuado para valores baixos'de (p, onde é pe­
quena a região do escoamento em contato com o tubo interno e 
consequentemente menor o efeito do fluxo lã prescrito.
Nos quadros II e III estão concentrados todos os valo 
res que permitiram a construção das curvas citadas, bem como aj^  
guns outros parâmetros de interesse do escoamento, para r^= 0,4 





Fig. 20 - Nu ^  em função de (p para = 0,4 e diferentes núme­
ros de aletas . '
Com relação a projetos de trocadores de calor, inte­
ressantes comparações podem ser feitas em função do fator de 
qualidade da ãrea de escoamento e do fator de qualidade do volu 
m e .
0 fator de qualidade da ãrea de escoamento j/f pode 







( 6 . 2)
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Fig. 21 - Nu ^  em função de (}) para r^ = 0,6 e diferentes nú­
meros de aletas.
W* = p u* A* m (6.3)
Ap ê a queda-de pressão no trocador de calor
A. é a â r e a d e t r o c a d e c a l o r  tc
Da primeira igualdade nà equação 06.1) vê-se que j/f 
é constante para escoamento laminar plenamente desenvolvido de 
um fluido especificado, e para uma dada condição de contorno do 
problema térmico. Da segunda igualdade, que é inversamente pro­
porcional ao quadrado da ãrea de escoamento, para -as quantida­
des entre parênteses mantidas constantes. Além disso, j e f ca­
racterizam a forma da geometria e são independentes da escala
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da mesma. Portanto, a comparação dos fatores de qualidade da â-
rea de escoamento para diferentes dutos fornece a influência da
forma do duto em parâmetros de real interesse no projeto de um 
trocador de calor, como. W, Ap e A.
Fig. 22 - Influência do fluxo prescrito no número de Nusselt.
(j/f)
Nas figuras 23 e 24 estão plotadas as curvas de 
em função de (j) para r = 0,4 e r = 0,6 respectivamen
0  _ - - ^ o  ’ O
te. Na equaçao (6.1) foi usado Pr = 0,680 que corresponde ao ar
seco a 1 atmosfera de pressão a 260°C.
Nota-se que, para as duas relações de raios estudadas, 
hâ sempre uma pequena degradação nas seções de escoamento con­
forme a espessura da aleta aumenta.
Os melhores'resultados para (j/f) ^  foram obtidos pa 
ra r^ = 0,6 e 4 aletas, que variaram de 0,3097 para (}> = 0,75 a 











^  J  
1 6 /
____ 1____
0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
Fig. 23 - Fato.r de qualidade da ãrea de escoamento em funçao de 
(}) para r^ = 0 , 4 .
ção de lados superior a 2, que possui um fator de qualidade de 
ãrea igual a 0;3015. Conforme pode ser visto em [9], dentre os 
dutos estudados naquele trabalho (retângulos, triângulos isósc^ 
les, dutos em forma de seno e trapézios) os que apresentaram me 
lhores resultados, foram os retângulos, com (j/f) q  variando 
de 0,288 para o quadrado a 0,39 quando a relação de lados ten­
de a zero (placa plana). ■
Para r^ = 0,4, 4 aletas, embora os valores de (j/f)Q 
sejam um pouco inferiores aos obtidos para r^ = 0,6, ainda são 
superiores ao do quadrado. Todas as -outras geometrias se revela 
ram superiores ao quadrado quando a espessura da aleta é peque­
na ou nula, e inferiorjes para pequenos valores de <p. No entanto, 
exceto para r^ = 0,4, 20 aletas e (J) = 0,25, todos os valores ob
52
Fig. 24 - Fator de qualidade da ârea de escoamento em função de 
(}) para r^ = 0 , 6 .
tidos para o fator de qualidade da ârea de escoamento foram su­
periores ao do triângulo equilâtero, que possui a melhor perfor 
mance como trocador de calor entre todos os triângulos isosce­
les, com (j/f) 0  igual a 0,26533.
Da mesma forma que o numero de Nusselt, os resultados 
de j/f para a condição ©  , mostrados no quadro IV, são bem in­
feriores aos resultados para a condição ®  . Alem disso, pára 
esta condição de contorno, há uma queda muito mais acentuada no 
fator de qualidade da ârea para as geometrias com 2 0 , 16 e 12 
aletas, comportamento este que se inverte para 8 aletas, r^ =
0 , 6 e 4 a l e t a s ,  r = 0 , 4 e r = 0 , 6 .
0 0
Entre todas as geometrias estudadas no presente traba 
lho, aquela que apresentou maior queda no (j/f) ^  com o aumen­
to da espessura da aleta foi a de 20 aletas e r^ = 0,4 onde pa-
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pela equação (6.6), onde admitiu-sê, para efeito de comparação, 
todos os dutos com diâmetro hidráulico igual a 0,61 mm e k = 
0,04254 W/m °C que ê a condutibilidade térmica do ar seco a 1 
atm e 260°C.
Fig. 25 - hg,j,j^ para a condição (J) em funçao de c|) para r^= 0,4
Nota-se, na figura 25, que hg^ ^^  sempre diminui com o
aumento da espessura da aleta. Jã para r^ = 0,6 (Fig. 26)
diminui para 4 e 8 aletas, é aproximadamente constante para 12
e, para 16 e 20 apresenta um ponto de máximo em torno de 4> = 0,5.
Novamente aqui, as mais altas performances se obtém
com 4 aletas, r^ = 0,6, onde h g ^ ^ ^  varia de 316,3 W/m °C a
339,0 W/m^ °C. Estes valores são superiores.ao do retângulo com
relação de lados 1:2 cujo hg^^^^^é igual a 287 ,7 W/m^ °C.
As geometrias com 4 aletas, r^ - 0,4 e 8 aletas com




Por fim, deve-se ressaltar que estes acréscimos de 
28,31 na ãrea livre de escoamento e de 82,21 na de troca de ca­
lor do duto com (j) = 0-, 25 em relação ao duto com (}) = 1, não ocor 
rem necessariamente juntas. Por exemplo, se os dois. dutos forem 
projetados com o mesmo valor de E^ ^ ^ e  W, da equação (6.7) ob- 
têm-se qUe a queda de pressão Ap do duto com 4> = 0,25 serã 82,21 
maior que a queda de pressão no duto com (p = 1, Logo, a quanti­
dade entre parênteses na equação (6.1), jã não serâ a mesma pa­
ra os dois dutos e a estimativa anterior de 28,31 maior ãrea de 
escoamento no duto com cj) = 0,25 não é mais verdadeira. Rearran- 
jando-se a equação (6 .1) , chega-se ,á
A = C / / ( j 7 f r ^  (6.9)
onde
Admitindo-se o mesmo valor de C para os dois trocado­
res, verifica-se que, ao contrario, o trocador com cJ) = 0,25 ê 
que terã uma ãrea livre de escoamento menor em
1' - (6 .11)
0,25 “^0,25
= 1 - ^ 1  0^107 — 1—  ( 6 . 12)
0,065 1,822
= 4,95"ô (6.13)
em relação ã ãrea de escoamento do trocador com 4> ~ 1-
No entanto, se os dois trocadores forem projetados pa 
ra o mesmo Ap e W (diferentes Eg^ '^ ) os resultados anteriores se 
rão vãlidos e o trocador com cp = 0,25 terã 28,3^ maior área de 
escoamento. Para estender-se estes resultados para área frontal 
dos trocadores, deve-se ainda levar em consideração que o troca 
dor com (}> = 0,25 possui menor área livre de escoamento por uni­
dade de área frontal, devido ao aumento da espessura das aletas.
Com os dados disponíveis no quadro IV, comparações s£ 




Com relação aos métodos de solução usados, pode-se 
concluir que o proposto por Sparrow e Haji-Sheikh é de difícil 
aplicação e leva, muitas vezes, a resultados não satisfató­
rios, enquanto que o proposto por Shah,' embora não tenha conse 
guido resolver com precisão suficiente o duplo tubo da figura 
5, conduz a soluções bastante precisas para um grande número 
de dutos de difícil solução analítica.
0 programa construído no presente trabalho ê relativa 
mente rápido,gastando aproximadamente 4 minutos no computador 
IBM/360 para resolver os problemas dinâmico e térmico, e reali^ 
zar todas as integrações numéricas necessárias para determinar 
os parâmetros de interesse do escoamento. Esse tempo de proce^ 
samento ê relativo ã soluções onde são tomados 50 pontos sobre 
a fronteira e usados 35 termos nas séries, o que é suficiente 
para a maioria dos dutos.
Conforme jã comentado no capítulo 6, os efeitos da 
espessura da aleta se fazem notar principalmente quando o núm£ 
ro de aletas é grande. Nestes casos, a tendência foi sempre do 
fator de qualidade da ârea de escoamento e do fator de qualida 
de do volume diminuirem com o aumento da espessura da aleta. 
Foi determinado que para a condição 0  , o duplo tubo com 20 
aletas, r^ = 0,4 e (|) = 0,25 deve ter 28,3Vmaior ârea livre de 
escoamento e 82,21 maior ârea de troca de calor em relação ao 
duplo tubo com (}) = 1, segundo o critério de jra-esma potência de 
bombeamento. .
De uma forma geral, todas as geometrias estudadas 
tem melhor performance térmica que o triângulo equilátero. Mui  ^
tas vezes são superiores-ao quadrado e outras, quando a espes­
sura da aleta é nula ou pequena, chegam a ser superiores ao re 
tângulo'com relação de lados igual a 2.
Por fim, quanto ao fato de as geometrias em estudo apre-
59
sentarem cantos vivos, espera-se, com base numa investigação 
feita por Shah [9] em triângulos equiláteros, que o arredonda­
mento dos cantos devido aos processos de fabricação não venham 
a alterar de modo sensível a sua performance térmica.
Deixa-se como sugestão para um trabalho futuro, a 
tentativa de estender o método de solução para seções aber­
tas, em que as condições de contorno dos problemas dinâmico e 
térmico ocorrem tanto na série solução como em suas derivadas.
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No presente trabalho, as funções a serem integradas 
são a vjelocidade (para obter-se a velocidade media) , e o produ­
to da velocidade pèla temperatura (para obter-se a temperatura 
de mistura). Devido ã simetria destas funções com relação a 0, 
o domínio de .integração é a região a, hachurada na figura 28.
A fim de simplificar a aplicaçao do método, define-se 
uma nova função f*(r,0), tal que
f*(r,0) =-=
f(r,0) se (r,0) ^ a 
0 se (r,0) Ç R-a
onde R é o setor de coroa que contêm o. 
É evidente que




Para calcular esta última integral, divide-se o setOr 
de coroa em pequenas areas, obtidas pela divisão do arco em NIA 
intervalos iguais e do raio em NIR intervalos também iguais.NIA 
e NIR devem ser pares.





0 MÉTODO DE SPARROW E HAJI-SHEIKH
Sparrow e Haji-Sheikh propuséram unt método para deter 
minar as características dinâmicas e térmicas do escoamento la­
minar em dutos de seção transversal arbitraria com condições de 
contorno também arbitrarias. São admitidos perfis de velocida­
de e temperatura plenamente desenvolvidos e fluxo de calor con£ 
tante por unidade de tempo e comprimento do duto.
0 método consiste basicamente em transformar as equa- 
çoes diferenciais dos problemas da velocidade e da temperatura 
na equação de Laplace. Proposta uma série de funções como solu­
ção desses problemas, é gerado, a partir do conjunto de funções 
dessa série, um outro conjunto, ortonormal, pelo processo de 0£ 
tonormalização de Gram-Schmidt. Fazendo-se a expansão de Fourier 
da equação relacionada com as condições de contorno numa série 
de funções desse conjunto ortonormal, os coeficientes da série 
original, que é a solução do problema da velocidade ou da temp^ 
ratura, podem ser determinados.
Para maior compreensão deste procedimento sera mostra 
do como é formulado o problema da velocidade e como foi aplica­
do o método no presente trabalho. A formulação e solução do pro 
blema da temperatura é semelhante e pode ser w^ista com detalhes
em 10
Na figura 30 estão mostrados a curva C representat^
ca da fronteira e o sistema de coordenadas.
A equação do movimento, em coordenadas cartesianas, a
põs sofrer todas as simplificações que o problema admite é
^  1 d£
9x 9y y dz
Aplicando a trans;formação






Evidentémente, o numero de pontos m deve ser maior 
ou igual a N.
Através do processo de prtonormalização, constroi-se 
a partir do conjunto g^, In). o conjunto ^ 2 ’ •••
^ n ) •
Lembrando que
£ = i (x^ + y2) (8.37)
4
e fazendo
? = ^^^^cl’^ cl^’ ^*-^c2’^ c2^ ’ "  * ’ ^^^cm’^ cm^^ (8.38)
tem-se de (8.35) que
N ^
b, = E a, , (f, t  ) (8.39)
onde
(f, f. *1^.
sendo a j-ésima componente de í, e
a j-ésima componente de .
Tal processo foi aplicado primeiramente às mesmas geo 
metrias que em [lO], mostrada na figura 31.
Os parâmetros que identificam o tamanho do duto e a 
forma são o raio R e o ângulo x* Foram utilizados de 9 a  25 
termos na expansão e de 15 a 50 pontos sobre a fronteira. Os re 
sultados obtidos se apresentaram, de uma forma geral, iguais ou 
melhores que aqueles obtidos por Sparrow e Haji-Sheikh. A se­
guir, tentou-se resolver o problema dinâmico para o duplo tubo 
com aletas de espessura desprezível. 0 que se observou foi um 
comportamento irregular do método, que ãs vezes apresentava re­
sultados satisfatórios enquanto outras vezes, para a mesma geo­
metria, produzia maus resultados, ao se alterar o número de pon 
tos sobre a fronteira ou o número de termos na série.
0 aumento do número de termos na série, além de acar­
retar em um trabalho exaustivo quando da determinação das fun­
ções g e de outras necessárias para resolver o problema térm^
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CO, tendia a piorar a solução, provavelmente devido a erros pro 
vocados pelo excesso de operações matemáticas.
Fig. 31 - Geometria do duto resolvido pelo método de Sparrow e 
Haji-Sheikh.
Varias tentativas de aprimoramento do método se mos­
traram infrutíferas e por isso,-foi abandonado.
Não se tem notícia de nenhuma outra aplicação do méto 
do de Sparrow e Haji-Sheikh a menos de um comentãrio feito por 
Shah [9], que diz ter também experimentado dificuldades com o 





É fâcil verificar que construindo como definida em 
(8.41) com ^ e 3 dados pelas equações (8.56) e (8.57), e apli­
cando P ao vetor g' tem-se-que
Pj g ~ Cgj^ > ***í •••> 0) (8.58)
como desejávamos.
Mais ainda, se S é um outro vetor com todas as compo­
nentes entre e iguais a zero, a aplicação de P em h darã
P. ti = t (8.59)
Se íi não tem todos os elementos de h . a h  iguais a3 m ^
zero, entao
V. íi = (I - i V v'^)h (8.60)
 ^ 6
P. Î1 = h - V h (8 .61)
3 g .
Definindo uma constante y comO sendo
Y = S/6 (8.62)
tem-se
P^ ÎÏ = S - Y ^ (8.63)
Estas últimas propriedades são utilizadas para trans­
formar a matriz (formada pela aplicação das séries solução 
dos problemas da velocidade e da temperatura em m pontos da 
fronteira) em uma matriz U triangular superior.
Paxa a Reflexão de Householder,P^ o vetor g ë consid£ 
rado aprimeira coluna de A, a, V e B são calculados pelas ex­
pressões (8.55), (8.56) e (8.57), respectivamente, com j = 1.
A aplicação de P^ na primeira coluna de A resulta nu­
ma coluna com o primeiro elemento -a e todos os outros iguais 
a zero. A aplicação de P^ nas outras colu,nas é feita através da 
expressão (8.63), onde o vetor íi é a coluna em questão.
Para a reflexão de Householder P„ o vetor g é conside 
rado a segunda coluna de (P^  ^ A) , a , V e 3 sao novamente calcula 
dos com j =2. Não é necessário aplicar P2 à primeira coluna de
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A uma vez que esta não se modificaria. A aplicação de P^  ^’à 
segunda coluna de P^A ira mudar o primeiro elemento, fazer o s£ 
gundo igual a -a e zerar do terceiro ao m-ésimo. Novamente, a 
aplicação de P 2 às outras colunas de P^A ê feita pela expressão 
(8.63).
Procedendo assim ate,a P^ teremos a matriz U, com to­
dos os elementos abaixo da diagonal principal iguais a zero.
E importante notar que para a aplicação das reflexões 
de Householder não ê necessária a multiplicação de matrizes, en 
volvendo apenas o produto interno de vetores, na expressão (8. 
62), e a subtração de vetores, na expressão (8.63).
